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Abstrak

Misalkan «, 3, y adalah besar sudut pada segitiga lancip dan a, b, c adalah panjang sisi — sisi
segitiga. Dengan menyatakan sin us sudut sebagai hubungan antara panjang sisi segitiga
dan jari — jari lingkaran luar segitiga akan dibuktikan ketaksamaan jumlahan kuadrat sinus
segitiga lancip. Selanjutnya, dengan menggunakan ketaksamaan kuadrat jumlahan sisi-sisi
segitiga akan diperluas untuk kasus ketaksamaan jumlahan sinus pangkat 2" pada segitiga
lancip

Abstract

Let a, B,y are angles in acute triangle ABC and a, b, ¢ are the length of the triangle. By
using the sine of angles as the relationship between the length of triangle and the radius of
the circle circumscribed about a plane triangle, will be proven the sum inequality of
quadratic sine in acute triangle. Then, by using the quadratic sum inequality of the sides of
triangle will be extended for the case of the sum inequality of sine of order 2™ in acute
triangle.
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PENDAHULUAN
Ditinjau dari besar sudutnya segitiga dibedakan menjadi tiga yaitu yang pertama segitiga siku-

siku (Gambar 1) yaitu segitiga yang salah satu sudutnya siku-siku (2£ACB) atau besar sudutnya %
Kedua adalah segitiga tumpul (Gambar 2) yaitu segitiga yang salah satu dari tiga sudutnya merupakan
sudut tumpul (£PRQ) atau besar sudutnya antara g dan 7. Ketiga adalah segitiga lancip (Gambar 3)
}T/aitu segitiga yang masing-masing sudutnya merupakan sudut lancip atau besar sudutnya antara 0 dan

>

C

-

A B

Gambar 1. Segitiga siku-siku ABC

p Q
Gambar 2. Segitiga tumpul PQR

Misalkan digambarkan sebarang segitiga lancip (Gambar 3) dan «, 8, y dinyatakan sebagai
sudut - sudut AABC dengan 0 < a, B,y < % ,

Gambar 3. Segitiga lancip

maka nilai sinus, cosinus setiap sudutnya akan selalu bernilai positif atau sina > 0,cosa > 0
demikian juga untuk sudut 8 dan y. Oleh karena itu, ketaksamaan jumlahan maupun perkalian
sinus, cosinus ketiga sudutnya akan selalu bernilai positif .
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Untuk nilai dari cos% dapat dinyatakan dalam hubungannya dengan cos a sebagai berikut :

Gambar 4. Segitiga lancip ABC dengan garis bagi sudut

Untuk setiap sudut a merupakan sudut lancip atau 0 < a < % (diilustrasikan pada Gambar 4) dan
dengan menyatakan

cosa = cos (% + %)

maka
a a

— 2 2
cosa = cos“— — sin“—.
2 2

Berdasarkan identitas trigonometri,

a a

in2 . — 1-— 2
- sin” cos” 7
maka diperoleh

,a
cosa = 2cos E—l,

a 1+ cosa
cosz— >

Dengan cara yang sama, berlaku juga untuk sudut g dan y
B |[1+cosp Yy |1+cosy
cos > = > , COS 5= > .

Misalkan «a, 8,y merupakan sudut pada segitiga lancip, a, b, ¢ adalah panjang sisi-sisi segitiga
ABC dan terdapat lingkaran luar segitiga dengan titik pusat lingkaran O yaitu titik potong garis sumbu
sisi-sisi segitiga, maka |0A| = |0B| = |0C| = R, dengan R menyatakan panjang jari-jari lingkaran
luar segitiga seperti pada gambar (4) berikut:

sehingga dapat dinyatakan bahwa

(Chauvenet, 1887 )
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Gambar 4
Lingkaran luar segitiga

Berdasarkan gambar 4, diperoleh sinus sudut sebagai hubungan antara panjang sisi segitiga dan
panjang jari-jari lingkaran luar segitiga yakni

. a . b . c
sina =—, sinf = —dansiny = —.
2R 2R 2R

(Chauvenet, 1887)

Dari panjang sisi — sisi segitiga a, b, ¢ tersebut, dengan a = b > c, diperoleh ketaksamaan
kuadrat jumlahan sisi-sisi segitiga sebagai berikut:

(a+b+c)?<3(a®+b%+c?).
(Bottema et.al, 1969)

Misalkan «, 8,y merupakan sudut segitiga lancip, maka dengan memanfaatkan lingkaran luar
segitiga, aturan cosinus, dan identitas trigonometri, diperoleh

a? + b? + ¢? = 8R?(1 + cos a cos f cosy).

(Bottema et.al, 1969)

ANALISIS
Pada analisis ini diberikan ketaksamaan yang berlaku pada segitiga lancip atau dengan syarat

awal 0 < o, 8,y <§ dan +p +y = m . Terlebih dahulu, dengan menggunakan definisi cosinus dua
sudut dan identitas trigonometri sin? a + cos? @ = 1 diperoleh

1 1
cos a-+cos f+cosy = 1+ 2 cos 3 (a + ) cos; (a = §) = sin? 7).
L —T_Y 1 _ T VY _ ¥ enpi
Karena > (a + B) = 5 — 2, maka cos > (a + ) = cos (2 2) = sin, sehingga

1+2 (cos%(a +B) cos%(a—ﬂ) —sinzz)

2
=142 <sin%(cos%(0{ -B) - sin%)).

dengan menggunakan definisi cosinus sudut diperoleh

a By
cosa +cosfB +cosy =1+ 4smEsmEsm§,
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Karena sinus sudut pada segitiga lancip selalu bernilai positif, maka sinus setengah sudutnya juga akan
selalu bernilai positif sehingga jelas bahwa

cosa +cos B +cosy > 1.

Selanjutnya diberikan ketaksamaan perkalian cosinus setengah sudut pada segitiga lancip atau
dengan syaratawal 0 < a, 8,y < g dan a + B + y = m yang tertuang pada teorema 1 berikut.

Teorema 1. Untuk setiap segitiga lancip dengan besar sudut «, 8, vy, berlaku
a B v S 1
COoS 2 CosS > COoS ) 2.
(Bottema, 1969)

Bukti. Dengan menggunakan aturan cosinus, nilai cosinus setengah sudut dapat dinyatakan sebagai

berikut:
a [cosa+1 B |cosB+1
cos - = > , COST = >
dan
y |cosy+1
cos = R
maka

a B v \/(cos a+ 1)(cosp + 1)(cosy + 1)
C0S 7 C0S— COS 5 = 3

1
——/(cosa + 1)(cosf +1)(cosy +1
AL )(cos § + D(cosy +1)

1
= ——(cosa cos B cosy + cosa cos § + cosa cosy + cos f§ cosy

2v2

+ cosa +cos 8 +cosy + 1)1/2.
Oleh karena nilai cosinus sudut pada segitiga lancip selalu bernilai positif maka perkalian kedua dan
ketiga sudutnya juga akan selalu bernilai positif atau cosa cosf cosy >0, cosacosf >
0,cosacosy > 0,cos 8 cosy > 0dan sudah diketahui sebelumnya pada bahwa
cos a +cos 8 +cosy > 1 sehingga

a 1
cos—cosﬁcosZ > —2(1 + 1)1/2

2 2727 22

a B y>1
coszcoszcos2 >

Dengan demikian,

Lebih lanjut, dengan memanfaatkan ketaksamaan perkalian cosinus setengah sudut pada segititga
lancip, diperoleh ketaksamaan sebagai berikut.
Teorema 2.
Untuk setiap segitiga lancip dengan besar sudut, 8,y , berlaku
sina +sinf +siny > 2.
(Bottema, 1969)

Bukti.
Berdasarkan definisi sinus dua sudut diperoleh

. . : a By
sina +sinf + siny = 4cos§cosicos§,

25



Jurnal Silogisme: Kajian Ilmu Matematika dan Pembelajarannya
Juni 2018, Vol. 3, No.1. ISSN: 2527-6182

sehingga berdasarkan Teorema 1 didapat

1
sina+sin,8+siny>4-§= 2

Teorema 3. Untuk setiap segitiga lancip, berlaku
sin? @ + sin? § + sin?y > 2.
(Bottema et.al, 1969)

Bukti. Dengan menyatakan sinus sudut sebagai hubungan antara panjang sisi segitiga dan panjang jari-
jari lingkaran luar segitiga maka

sin? @ + sin? § + sin?y = M ()

| P
dan diketahui bahwa
a? + b? + c? = 8R?(1 + cos a cos § cos ). (i)
Kemudian dengan mensubstitusikan (ii) ke (i) didapat
8R2(1 + cos a cos § cos y)
4R?

= 2(1 4+ cosa cos f cosy)
> 2.

sin? @ + sin? B + sin?y =

[ |
Selain ketaksamaan jumlahan sinus dan jumlahan sinus kuadrat yang berlaku pada segitiga lancip
tersebut, diperoleh perluasan baru untuk ketaksamaan jumlahan sinus pangkat 2™ yang berlaku pada
segitiga lancip berikut ini.

Teorema 4. Untuk setiap segitiga lancip, berlaku

2(n—1)
sin?" @ + sin?" B +sin?"y > 3 - (§) ,
dengan n bilangan asli.
Bukti.
Untukn =1,
Berdasarkan teorema 2, diketahui bahwa
2(n—1)
sin?" a + sin?" B + sin?" y > 3 - (5)
2(1-1)
@sin2a+sin2ﬁ+sin2y>3-(§> = 2.
2(n-1)

Diasumsikan benar untuk sin?" & + sin?" g + sin? y > 3 - (g) ,

21’7.
akan dibuktikan benar untuk sin?™"™" & + sin2™" g + sin2™ Yy > 3. (g) .

. 2(n+1) . 2(n+1) . o(n+1) .o . 2. . o
sin?" a4 sin2 B+ sin? "y = sin?2" @ + sin?2" B + sin?2" y

n 2 n 2 n 2
= (sin?" a)” + (sin?" B)" + (sin?"y)".
Dengan menggunakan ketaksamaaan kuadrat jumlahan segitiga, untuk
. 211 . Zn . Zn .
a =sin* a, b =sin“ B, dan ¢ = sin“" y diperoleh
n n n 2
(sin?" @ + sin?" B +sin?" y)
3 :

(sin?" a)z + (sin?" ,8)2 + (sin?" y)2 >
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Sehingga,

(n-1)\ 2
3-(—2
. on N2 . oN N2 . on N2 3
(sin?" a)” + (sin?" )" + (sin?"y)" > f:} =

SIMPULAN & SARAN
Simpulan

Untuk setiap segitiga lancip dengan besar sudut, 8,y , berlaku
1) sina+sinf +siny > 2.
2) sin?a +sin? B + sin?y > 2.
2(n-1)
3) sin? a+sin?" B +sin? y >3- (5)
Saran

Dari ketaksamaan sinus yang berlaku pada segitiga lancip di atas, masih dapat dilakukan

penelitian untuk mendapatkan perluasan ketaksamaan trigonometri yang lain.
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