Vol 3 No 2 Bulan Desember 2018
Jurnal Silogisme

Kajian llmu Matematika dan Pembelajarannya

http://journal.umpo.ac.id/index.php/silogisme

SIFAT KELENGKAPAN DAN KEKOMPAKAN PADA RUANG

METRIK HAUSDORFF

Dewanti Inesia Putri', Arta Ekayanti®*

Info Artikel

Article History:

Accepted October 2018
Approved November 2018
Published December 2018

Keywords:

Metric Space, Hausdorff,
Completeness,
Compactness.

How to Cite:

Dewanti Inesia Putri, Arta
Ekayanti (2018). Sifat
Kelengkapan dan
Kekompakan pada Ruang
Metrik Hausdorff : Jurnal
Silogisme Universitas
Muhammadiyah Ponorogo,
Vol 3 No 2: 78-87

Abstrak

Pada tulisan ini, akan dibahas mengenai pengertian ruang metrik Hausdorff, sifat
kelengkapan ruang metrik Hausdorff, dan sifat kekompakan ruang metrik Hausdorff.
Dengan memanfaatkan konsep ruang metrik, himpunan kompak diberikan definisi ruang
metrik Hausdorff. Dengan menggunakan sifat kelengkapan ruang metrik, ditunjukkan bahwa
ruang metrik Hausdorff lengkap jika ruang metriknya lengkap. Lebih lanjut, dengan
menggunakan sifat kekompakan ruang metrik ditunjukkan ruang metrik Hausdorff kompak
jika ruang metriknya kompak.

Abstract

In this paper, will be discuss the definition of the Hausdorff metric space, completeness of
the Hausdorff metric space, and compactness of the Hausdorff metric space. By used the
theory of the metric space, the compact set was given the definition of the Hausdorff metric
space. By used the completeness of the metric space, it is shown that the Hausdorff metric
space was complete if the metric space was complete. Furthermore, used the compactness
of the metric space was shown the Hausdorff metric space was compact if the metric space
was compact
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PENDAHULUAN

Ruang metrik merupakan salah satu topik pembahasan penting pada analisis. Pada tahun 1906
konsep ruang metrik pertama kali diperkenalkan oleh Maurice René Fréchet (1878-1973), seorang
ilmuwan matematika dari Perancis. Ruang metrik merupakan pasangan berurut suatu himpunan
dengan suatu metrik. Metrik merupakan perumuman dari konsep jarak dengan aturan-aturan tertentu.
Bentuk ruang metrik secara umum biasanya dinotasikan dengan (X, d) atau cukup ditulis X saja.
Konsep metrik pada umumnya menentukan jarak dari titik ke titik, namun seorang matematikawan
asal Jerman, Felix Hausdorff (1868-1942) melakukan pengembangan dengan ruang metrik. Felix
Hausdorff menemukan suatu metode untuk menghitung jarak antara dua himpunan pada ruang metrik,
yang kemudian dikenal dengan jarak Hausdorff. Dengan konsep yang sama seperti ruang metrik,
jarak hausdorff kemudian dikembangkan menjadi ruang metrik Hausdorff. Pada ruang metrik
Hausdorff juga berlaku sifat seperti halnya ruang metrik secara umum.

METODE

Penelitian ini dimulai dengan membahas ruang metrik, dimana didalamnya membahas
mengenai himpunan kompak, sifat kelengkapan ruang metrik dan sifat kekompakan ruang metrik.
Selanjutnya himpunan kompak dalam ruang metrik akan digunakan untuk membahas definisi jarak
dari titik ke himpunan, jarak antara himpunan-himpunan, dan metrik Hausdorff. Lebih lanjut, metrik
Hausdorff digunakan untuk membahas definisi dari ruang metrik. Dengan memanfaatkan beberapa
teori tersebut selanjutnya akan digunakan untuk membuktikan beberapa teorema terkait dengan sifat
kelengkapan dan sifat kekompakan ruang metrik Hausdorff.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Dibawah ini akan dijelaskan teorema mengenai dua barisan pada ruang metrik yang
konvergen ke suatu titik yang berbeda maka jarak dari anggota tiap barisan akan konvergen
ke jarak dari titik limit masing-masing barisan.

Teorema 1.

Diberikan barisan (x,,) dan (y,,) pada ruang metrik (X, d). Jika (x,) konvergen ke x dan
(y,,) konvergen ke y, maka (d(xn, yn)) konvergen ke d(x, y).

Bukti:

Diambil sebarang € > 0. Karena (x,) konvergen ke x, maka terdapat bilangan asli N,

sehingga d(xn,x)<§ untuk setiap n € N dengan n > N;. Selanjutnya karena (y,)

konvergen ke y, maka terdapat bilangan asli N, sehingga d(y,,y) < % untuk setiap n > N,.

Kemudian ambil N = max{N;,N,}, maka untuk setiap n € N dengan n > N berlaku
d(x,, yn) <d(x,y) + € dan d(x,y) < d(x,,y,,) + €. Oleh karena itu berlaku |d(x,, y,) —
d(x,y)| < & untuk setiap n > N maka dapat disimpulkan bahwa (d(x,,¥,)) konvergen ke

d(x,y). ]

Berikut ini akan dijelaskan teorema mengenai barisan dari suatu himpunan tertutup
yang konvergen ke suatu titik, maka titik limit tersebut adalah anggota dari himpunan
tertutup.

Teorema 2.

Diberikan ruang metrik (X, d) dan A himpunan bagian tertutup dari X. Jika (a,) konvergen
ke x dan a,, € A untuk setiap n € N, maka x € A.

Bukti:

Akan dibuktikan bahwa x titik limit A. Diketahui lim a,, = x dengan a,, € A untuk setiap n €
N. Diambil sebarang € > 0 maka terdapat bilangan asli N sehingga berlaku d(a,,x) < &
untuk setiap n = N maka a,, € B(x, €) untuk setiap n > N. Diperhatikan bahwa B(x, e)NA\
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{x} = a,\{x} # @, sehingga hal ini disimpulkan bahwa x merupakan titik limit dari A.
Karena A tertutup akibatnyax € A. =

Teorema 3.
Jika barisan (z;) pada ruang metrik (X, d) dengan sifat d(z, zx4+1) < zik untuk setiap k, maka

(z;) barisan Cauchy.
Bukti:

Diambil sebarang € > 0, maka terdapat bilangan asli N sehingga

setiap m,n € N dengan n > m > N diperoleh

d(zinrzn) f d(th Zm+11) + d(Zm+1:Zn+2) + et d(Zn—l'Zn)

1
2N-1

< ¢ . Selanjutnya untuk

<

>m=1 < SN-1 <e.

Sehingga terbukti bahwa (z;) adalah barisan Cauchy. |

Berikut ini akan diberikan beberapa definisi seperti jarak titik ke himpunan, jarak antara
himpunan ke himpunan serta jarak Hausdorff.

Misal diberikan suatu ruang metrik (X, d). Didefinisikan F (X) merupakan koleksi
himpunan bagian tak kosong dan kompak atau K (X) = {A|A € X,A # @, A kompak}.
Selanjutnya K (X) cukup dituliskan dengan X saja.

Definisi 1.
Diketahui X ruang metrik, x € X, dan B € X. Jarak dari titik x ke himpunan B dinotasikan
d(x, B) dan didefinisikan dengan

d(x,B) = grelgd(x, b).

Definisi 2.
Diketahui X ruang metrik dan 4, B < X. Jarak dari himpunan A ke B dinotasikan dengan
D(A, B) dan didefinisikan dengan

D(A,B) = supd(x, B).

X€EA

Definisi 3.
Diketahui X ruang metrik dan A, B € X. Jarak Hausdorff dari himpunan A dan B dinotasikan
dengan h(A4, B) dan didefinisikan dengan
h(A,B) = max{D(A,B),D(B,A)} = max {sup d(x,B),supd(x, A)}.
XEA

XEB

Berikut akan diberikan teorema yang membahas sifat-sifat yang berlaku pada jarak dari
titik ke himpunan dan jarak antara himpunan-himpunan.
Teorema 4.
Diberikan untuk setiap x € X dan 4, B, C € K (X) maka berlaku
(1) d(x,A) = 0 jika dan hanya jika x € A.
(2) D(A,B) = 0 jika dan hanya jika A < B.
(3) Jika terdapat a,, € A maka d(x, A) = d(x, a,).

80



Jurnal Silogisme: Kajian Ifmu Matematika dan Pembelajarannya
Desember 2018, Vol. 3, No.2. ISSN: 2527-6182

(4) Jika terdapat a* € A dan b* € B maka D(A,B) = d(a*, b*).
(5) JikaA € B makad(x,B) < d(x, A).

(6) JikaB < C maka D(A,C) < D(A,B).

(7) D(AU B, C) = max{D(4,C),D(B,C)}.

(8) D(A,B) < D(A,C) + (C,B).

Selanjutnya teorema berikut akan menjelaskan bahwa jarak Hausdorff pada Definisi 1.
merupakan metrik Hausdorff, berikut teoremanya.
Teorema 5.
Diketahui X ruang metrik dan X (X):= {A|A € X, A + @, A kompak}. Jarak Hausdorff h
dapat disebut metrik Hausdorff pada & jika memenuhi sifat-sifat berikut :

(1) h(A,B) = 0.

(2) h(4,B) =0 o A =B.

(3)h(A, B) = h(B, A) (sifat simetri).

(4) h(A,B) < h(A,C) + h(C, B) (ketaksamaan segitiga).

Definisi 4.

Ruang metrik Hausdorff adalah pasangan berurut (%,h) dengan K (X):={A|A S X,A #
@, A kompak}dan h metrik Hausdorff pada K. Ruang metrik Hausdorff (%, h) cukup ditulis
dengan X saja.

Diingat kembali bahwa definisi ruang metrik Hausdorff berkaitan dengan ruang metrik

X yaitu, X(X) = {A|A < X, A # 0, A kompak}. Berikut ini diberikan beberapa teorema A €
K (X) dengan X merupakan ruang metrik lengkap.

Pada teorema dibawah ini menjelaskan bahwa jika suatu himpunan pada ruang metrik
Hausdorff ditambahkan dengan sebarang € > 0 maka himpunan tersebut tertutup.
Teorema 6.
Untuk setiap A € K dan € > 0 berlaku A + ¢ tertutup
Bukti:
Diketahui bahwa A € K dan & > 0. Diambil sebarang x titik limit dari A + &, sehingga
terdapat titik pada barisan (x,) di (A + €)\{x} yang konvergen ke x. Karena x, € A + ¢,
maka d(x,, A) < e untuk setiap n € N. Pada Teorema 3.1.1. (3) menjamin bahwa untuk
setiap n terdapat a, € A sehingga d(x,,A) = d(x,,a,). Oleh karena itu d(x,, a,) <&
untuk setiap n € N. Diperhatikan karena himpunan A kompak maka diperoleh A kompak
sekuensial sehingga untuk setiap barisan (a,) mempunyai barisan bagian (ank) yang
konvergen ke suatu titik, misalkan a € A. Karena (x,) konvergen ke x, sehingga untuk
sebarang barisan bagian (xnk) C (x,,) konvergen ke x. Sehingga diperoleh

,lli_ff}od(xnk'ank) =d(x,a).
Perhatikan, karena (x,, ) dan (a,, ) adalah barisan bagian dari (x,,) dan (a,), sehingga
berlaku
d(%p,, an, ) < € untuk setiap k € N.

maka diperoleh,

d(x,A) = (ilrelgd(x, a)<d(x,a) <e. 1) ‘
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Dari pernyataan (1.) diperoleh d(x,A) < ¢, sehingga x € A + €. Karena x adalah sebarang
titik limit, maka A + ¢ adalah himpunan tertutup. |

Teorema 7.
Diketahui A, B € K. Untuk & > 0 sebarang berlaku h(A4, B) < ¢ jika dan hanya jika A € B +
edanB € A+ «.
Bukti:
(—)Diketahui h(A4, B) < € untuk € > 0 sebarang. Diperhatikan bahwa

D(A4,B) < h(4,B) = max{D(4,B),D(B,A)} < «.
Diambil sebarang a € A maka berlaku d(a,B) < D(A,B) < ¢. Karenad(a,B) < e makaa €
B + ¢ artinya diperoleh bahwa A € B + «.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa B € A + €. Dengan cara yang sama diambil € > 0
sebarang, maka berlaku

D(B,A) < h(A,B) = max{D(A,B),D(B,A)} < «.
Diambil sebarang b € B maka berlaku d(b,A) < D(B,A) < e. Karenad(b,A) < e maka b €

A + ¢ artinya diperoleh bahwa B € A + «.
(<) Berdasarkan sifat simetri berlaku h(A,B) < ehilaA S B +¢e¢danB S A + ¢. ]

Sebelum dijelaskan mengenai kekonvergenan barisan himpunan, berikut akan diberikan
mengenai barisan himpunan.
Definisi 5.
Diberikan X € R, X # @, dan A = {n € N:n = n, untuk suatu n, € N}. Barisan himpunan
bagian X adalah suatu fungsi f: A — P(X), dimana P(X) himpunan kuasa pada X . Untuk
setiap n € A dapat ditulis
A, =f(n)

dan disebut himpunan bagian dari X atau 4,, < X.

Berikut akan dijelaskan definisi mengenai kekonvergenan dan barisan Cauchy pada
ruang metrik Hausdorff.
Definisi 6.
Diberikan (4,,) barisan himpunan bagian tertutup dari X dan A himpunan bagian tertutup dari

h
X. Barisan A,, konvergen ke A jika lim h(A,, A) = 0 atau dapat dinotasikan 4,, - A.
n—-oo

Definisi 7.
Suatu barisan himpunan bagian tertutup yang tak kosong dikatakan barisan Cauchy di (¥, h)
jika untuk setiap € > 0 terdapat bilangan asli N sehingga berlaku

h(A,,A;) < € untuk setiapn,m > N.

Pada teorema berikut membahas tentang kriteria yang berlaku pada barisan Cauchy
pada ruang metrik Hausdorff %.

Teorema 8.
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Diberikan suatu barisan Cauchy (4,,) € X. Jika (xnk) barisan Cauchy di X dengan x,, €
Ap, untuk setiap k € N, maka terdapat barisan Cauchy (y,) di X sehingga berlaku y, € 4,
dan y,, = x,, dengan k € N.
Bukti:
Diketahui (xnk) barisan Cauchy di X dengan x,, € A, untuk setiap k € N. Didefinisikan
ny, = 0 dan untuk setiap n yang memenuhi n,_; < n < ny, dengan Teorema 3.1.1. (3) dapat
diambil y,, € A, sehingga berlaku d(x,,, 4,) = d(xy,, yx)- Selanjutnya

d(%n, yn) = d(%n,, An) < D(An,, An) < h(An,, An).
Perhatikan, karena (y, ) S (y,) diperoleh d(xp,, ¥n, ) = d(xy,, y») = 0. Karena (4,,) €
(A,) maka d(x,,, Ap,) = d(xn,, An) = d(Xn,, Yn) = d (%, ¥n,) = 0. Sedemikian sehingga
Y, = Xn, dengan k € N. Misalkan diambil sebarang & > 0. Karena (xnk) barisan Cauchy di
X maka terdapat bilangan asli M > 0 sehingga d(xnk,xnj) <§ untuk setiap k,j > M.
Diketahui barisan Cauchy (4,) € X, maka terdapat bilangan asli N > n; maka berlaku
h(An, Ay) <§ untuk setiap m,n = N. Andai m,n > N maka terdapat k,j = M sehingga
-1 <m < mn dann;_; < n < n;. Sedemikian sehingga diperoleh

O Ym) < AV Xn,)) + A (3 2,) + (2, 9 )
< A(Ang An) + d (Xnp Xn,) + b (An ) Am)

& & &
<—+—+§:£.

3 3
Oleh karena itu disimpulkan (y,) barisan Cauchy di X sehingga y, € A untuk setiap n € N
dan y,, = xp, dengan k € N. |

Teorema berikut menjelaskan bahwa suatu himpunan titik limit dari barisan Cauchy

pada ruang metrik Hausdorff bersifat tertutup dan bukan himpunan kosong.
Teorema 9.
Misal diberikan suatu barisan (A4,) € X dan misalkan himpunan A:= {x € X|3(x,) S
A, x, = x}. Jika (4,,) barisan Cauchy, maka himpunan A tertutup dan bukan himpunan
kosong.
Bukti:

(i) Akan dibuktikan bahwa A bukan himpunan kosong. Karena (A,) barisan Cauchy

maka terdapat n, € N sehingga h(4,,,A,) < 211 = % untuk setiap m,n > n,. Dengan

1

cara yang sama maka terdapat bilangan bulat n, > n,; sehingga h(4,,, A,) < 212 =1

untuk setiap m,n > n,. Proses yang sama dilanjutkan dan diperoleh barisan (n;)
sehingga h(4,,,A,) < zik untuk setiap m,n = n;. Misalkan x,, € A, . Berdasarkan
Teorema 4. (3) diambil x, € 4,, sehingga d(x,,,x,,)=d(x,,,A4,,) maka
diperoleh

Ay ;) = Ay Any) < h(An, An,) <5
Dengan cara yang sama dapat diambil x,,, € A,, sehingga

1
d(xnz'xns) = d(xnz’Ans) = h(Anz'Ans) < Z
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Proses yang sama dilanjutkan dan diperoleh x,, € A, untuk setiap k € N sehingga

d(xnk’xnk+1) = d(xnk’A"k+1) S h(Ank'Ank+1) < 2_1k
Karena d(xp,, xn,,,) < zik maka (x,,) adalah barisan Cauchy. Oleh karena (x,, )
barisan Cauchy dan x,, € A,  untuk setiap k € N maka berdasarkan Teorema 8.
terdapat barisan Cauchy (y,) di X sehingga y, € A,, untuk setiap n € N dan y,, =

Xn, Untuk setiap k € N. Karena X lengkap, maka barisan Cauchy (y,) konvergen ke
titik y € X. Karena y, € A,, untuk setiap n € N, maka y € A. Sehingga diperoleh A
bukan himpunan kosong.

(i) Selanjutnya akan dibuktikan himpunan A tertutup. Misalkan a titik limit dari A. Maka
terdapat barisan a; € A\{a} yang konvergen ke a. Karena untuk setiap a; € A, maka
terdapat barisan (y;,) sehingga (y,,) konvergen ke a; dan y,, € A,, untuk setiap n € N.
Akibatnya terdapat n; sehingga x,, € A,, dan d(xnl,al) < 1. Dengan cara yang

sama terdapat n, > n, dan titik x,,, € A4,, sehingga d(xnz, az) < % Proses yang sama

dilanjutkan dan diperoleh barisan (n;) sedemikian sehingga d(xnk,ak) <% untuk

setiap k € N . Sehingga diperoleh

d(xp,, a) < d(xn,, ax) + d(ag, a).

Perhatikan ~ untuk  d(oxp,, ax) <% artinya  d(x,,,a;) mendekati nol, sehingga
(xn, ) konvergen ke (a;) dan karena (ay ) konvergen ke a, maka (x,,) konvergen ke a.
Karena setiap barisan konvergen adalah Cauchy maka untuk (xnk) konvergen ke a juga
barisan Cauchy dengan x,, € A, . Teorema 8. menjamin bahwa terdapat (y,) barisan

Cauchy di X sehingga y, € A untuk setiap n € N dan y,, = x,,. Oleh karena itu a € A
sehingga diperoleh A tertutup. [

Teorema 10.

Diberikan barisan (4,) yang terbatas total di X dan A sebarang himpunan bagian X. Jika
untuk setiap € > 0 maka terdapat bilangan asli N sehingga berlaku A € Ay + ¢ maka
himpunan A terbatas total.

Bukti:

Diambil sebarang € > 0, dipilih bilangan asli N sehingga A € Ay + Z,. Karena (4,,) terbatas
total maka terdapat himpunan berhingga {x;:1 <i < q} dimana x; € Ay sedemikian
sehingga diperolen Ay < U?le(xi,Z). Berdasarkan pengurutan kembali (reordering) x;
diasumsikan bahwa,

B (xl-,g) NA # @untuk setiap1 < i < p
dan

B (xl-,g) NA =@ untuk p < i.

Misalkan y; € B (xl-,g) NA untuk setiap 1 < i <pdana € A. Karena A C Ay +§ maka a €
Ay + Z, sehingga d(a,Ay) < Z. Berdasarkan Teorema 4. (3) maka terdapat x € Ay
sedemikian sehingga d(a,x) = d(a,Ay) <= dan karena x; € Ay maka d(x,x) <% .
Selanjutnya diperoleh bahwa
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d(a,x;) <d(a,x) +d(x,x;) <

N ™

Oleh karena y; € B (xlg) NA untuk setiap 1 <i < p sehingga d(x;y;) <-. Selanjutnya
diperoleh
d(a,y;) <d(a,x;) +d(x;,y;) <e.

Oleh karena itu untuk setiap a € A maka terdapat himpunan berhingga y; untuk setiap 1 <
i < p sedemikian sehingga a € B(y;, €), sehingga berlaku

P
AC U B(y;, €).
i=1
Artinya diperoleh A terbatas total. |

Mereview kembali bahwasanya ruang metrik Hausdorff K terbentuk pada ruang metrik
X. Teorema berikut ini akan menjelaskan hubungan K dengan X, jika X-nya lengkap.

Teorema 11.

Jika ruang metrik (X, d) lengkap maka ruang metrik Hausdorff (%, h) lengkap.

Bukti:

Diambil sebarang (A4,,) barisan Cauchy di K dan didefinisikan A:= {x € X|3(x,) S
(4,), x, = x}. Untuk membuktikan ruang metrik Hausdorff lengkap maka akan dibuktikan
A € K dan (4,) konvergen ke A.

(i) Berdasarkan Teorema 9. himpunan A # @ dan tertutup. Ambil sebarang £ > 0 maka
terdapat bilangan asli N sehingga diperoleh h(A4,,A,,) < & untuk setiap m,n > N.
Karena h(A4,,A,,) <& maka berlaku A,, € A, + ¢ untuk setiap m >n = N.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa a € A,, + ¢ untuk n > N. Misalkan a € A,
sehingga berdasarkan definisi himpunan A maka terdapat barisan (x,) dimana x, €
A, dengan n € N dan x,, konvergen ke a. Berdasarkan Teorema 6. berlaku A, + ¢
tertutup. Karena x,, € A,, + € maka berlaku a € A,, + ¢ dengan n € N. Lebih lanjut
akan dibuktikan bahwa A € A,, + €. Sedemikian sehingga himpunan A terbatas total.
Karena A lengkap dan terbatas total, maka A kompak, akibatnya A € K.

(ii) Akan ditunjukkan bahwa A4,, L A, yaitu jika diambil sebarang € > 0 maka terdapat
bilangan asli N sehingga berlaku
h(A,A,) < € untuk setiapn = N.

Untuk membuktikan pernyataan 3.27. maka akan dibuktikan terlebih dahulu dua kondisi
berikut, yaitu:

1. ACA,+¢

2. A, S A+e.
Perhatikan untuk kondisi pertama, pada cara nomer (i) telah dibuktikan bahwa a € 4,, + ¢
dengan a € A, artinya bahwa A € A,, + . Untuk membuktikan kondisi kedua, diambil € > 0
sebarang. Karena (4,) barisan Cauchy maka terdapat bilangan asli N sehingga berlaku
h(A,, A,) < § untuk setiap m,n = N. Selanjutnya karena (A4,,) barisan Cauchy di %, diambil

€ > 0 sebarang maka terdapat (n;) barisan naik tegas untuk setiap bilangan asli n; > N
&

sehingga berlaku h(4,,, A,) < == untuk setiap m,n = n;. Selanjutnya dengan Teorema

2i+1

3.1.1. (3) diperoleh sebagai berikut:
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untuk A, € A, + % maka terdapat x,,, € A,, sehingga berlaku d(y, xnl) < %
untuk A, S Ap, + Z maka terdapat x,,, € Ay, sehingga berlaku d(xnl,xnz) <

| M | Mm

untuk 4,, € A, + % maka terdapat x,,, € Ay, sehingga berlaku d(xnz,xn3) <

untuk 4, € A
&
2i+1'
Diperoleh (xni) barisan Cauchy. Kemudian perhatikan Teorema 8. bahwa telah ditunjukkan

(xni) konvergen ke a, dan a € A. Selanjutnya perhatikan untuk
d(y’ xni) = d(y’ xn1) + d(xn1’xn2) + d(xnz’xn3) Tt d(xni’xni+1)
SS+i4itt—<e

2 4 8 2t
Karena y konvergen ke x, untuk setiap i € N maka d(y,a) < ¢ sehingga y € A + €. Oleh
karena y € A, maka A, € A + €. Dari pernyataan (1) dan (2) jika diambil ¢ > 0 terdapat

+ — maka terdapat x,, € A,, sehingga berlaku = d(xp,, Xn,,,) <

Nit1 2i+1

h
bilangan asli N sehingga berlaku h(4,, A) < € untuk setiap n > N artinya A,, = A.
Dari pembuktian (i) dan (ii) karena (X, d) lengkap maka (¥, h) lengkap. ]

Teorema 12.
Jika ruang metrik (X, d) kompak maka ruang metrik Hausdorff (%, h) kompak.
Bukti:
Akan dibuktikan bahwa K kompak, yaitu dengan konsep yang sama pada ruang metrik X
maka akan ditunjukkan ¥ lengkap dan terbatas total.
(i) Akan dibuktikan bahwa X lengkap. Berdasarkan teorema sebelumnya telah
dibuktikan bahwa X lengkap.
(ii) Akan dibuktikan bahwa X terbatas total. Berdasarkan Teorema 10. jika barisan (4,,)
yang terbatas total di X akibatnya X juga terbatas total. Diambil ¢ > 0 sebarang maka

terdapat himpunan berhingga {x; € X:1<i<n} sehingga X < UL,B (xlg)
Didefinisikan {C, € X:1 <k < 2P — 1,p € N} Kkoleksi gabungan tak kosong dari
penutup bola. Sebab X kompak maka penutup kompak. Karena untuk setiap Cj, terdiri
dari gabungan bola berhingga yang kompak maka C, kompak, artinya C, € K.
Selanjutnya akan ditunjukkan ¥ < U225 By, (C, €). Diambil Z € K, maka akan
ditunjukkan terlebih dahulu Z € B, (Cy, €) untuk suatu k. Selanjutnya diambil
S, = {i:Z N B(x, &) #+ (D}.
kemudian dipilih indeks j sehingga
_ &
Cj = U B (xl,g).
ES,

Karena Z < C;, maka diperoleh D(Z,C;) = 0. Misalkan ¢ € C;, maka terdapat i € S,

dan z € Z sehingga berlaku ¢,z € B (xl,g). Akibatnya berdasarkan Teorema 4. (3) diperoleh

d(c,Z) < %s. Karena dipilih sebarang ¢ maka diperoleh D(Cj,Z) < %e. Selanjutnya diperoleh

metrik Hausdorff h(Z,C;) = D(C;,Z) < e. Sehingga berlaku Z € B,(C;, ) akibatnya X
terbatas total. Dari pernyataan (i) dan (ii) karena K lengkap dan terbatas total maka X
kompak. Jadi disimpulkan bahwa ketika ruang metrik X kompak maka K kompak. |
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SIMPULAN & SARAN

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan dapat ditarik beberapa kesimpulan berikut ini,
ruang metrik Hausdorff adalah pasangan berurut (%,h) dengan K(X):={A|ACS X A+
@, A kompak} dan h metrik Hausdorff pada X, ruang metrik Hausdorff K lengkap jika ruang metrik
X lengkap, serta ruang metrik Hausdorff ¢ kompak jika ruang metrik X kompak. Penelitian ini dapat
dikembangkan lagi dengan membuktikan kekompakan lokal (locally compact) jika (X,d) kompak
lokal maka (¢, h) kompak lokal.
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